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Die Gleichung des Strahlencomplexes, welcher aus allen 
die Kanten des gemeinschaftlichen Poltetraeders zweier 
Flächen II. Ordnung schneidenden Geraden besteht. 

Von F. Mertens. 


Es seien 


13 x \ x % 


(1) f x — a xx x\ 4- a 22 x\ 4- a 33 x\ 4- « 44 x\ 4-2 a [2 x x x 2 4-2 a ] 

4- 2 a u x x x^ + 2a Z3 x 2 x :i 4- 2 a u x 2 x k + 2« 34 x 3 x 0 

(2) f[ x = a' u x\ 4- a' 2Z x\ 4- «' 33 x\ 4- < 4 x\ 

4 - 2 a! X2 oc 2 4- 2 a' x 3 x | x 3 4- — 0 


die Gleichungen zweier Flächen II. Ordnung, A (s, t), <h M (s, t ) die 
Determinante und adjungirte Form der quadratischen Form 
sf x 4- tf X} so dass also 


A 0?*) = 


t) = - 


I sa xx 4- ta' 
sa 2X + ta' 2V sa 22 4- ta', 


i x r - v it - xx , s Ci t2 4“ t a X27 sa x 3 4- t a X37 sa x 4 4— t a x ^ 


22? 




■ £tt' 23 , s« 24 4 - ta' 24 


Srt, 


'31 


■ ta! 


31? 


s«. 


'32 


■ ta' 32) s a 33 ■ 


■ta! 


33? 


s« 


34 


42 , .9 « 43 4" t a 43 , s « 44 ■ 


• ta', 
■ tfa 7 . 


5 « 41 4 -^' 41? 5 « 42 4 - t a' L 

sa n -\-ta' n ,sa l2 +ta' l27 sa v3 -{-ta' xv sa x ± + ta\ k} u x 
sa n -\-ta' 2V sa 22 -\-ta' 2V sa 23 -t-ta' 237 sa 2k + ta' 2k7 u 2 


saot-hta 1 


sa. 


31 
41 ’ 


31? 


sa. 


32 


-1 a . ]2) s « 33 4 - « 33 , $ a 34 - 


“^ 34 ? ?/ 3 


t a 4 i, 5 « 42 4~ t a 42 , s « 43 4~ t a 43 , s r^ 44 4 -1 a i 


' 44? 4 


und es sei nach den Elementen s, t entwickelt 

A (s, t) = ^4s 4 4- A x s s 1 4 - 4l 2 s z t z 4 - ^4 3 s t 3 4 - ^ 4 1' 4 
<& u (sy t) = F u .s 3 -+- G u .s z t-h G' u .st* + F' u .t z , 
wo 

A 7 A x , A 9i Aq, A tl 

? 

UJ 
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die bekannten Grundinvarianten und zugehörigen Formen der 
quadratischen Formen f x , f x bezeichnen. Sind dann 

Pv ?i'> Pu ( h\ Pv ( h'i Pv 9 k 
die vier Lösungen der Gleichung 

A(s, t)=0, 

so sind, weil die Determinante jeder der Formen 

Pi fx + Qifxj Pzf » + ?*/**; Pzt ;C + ?3 f*1 Pkt x “1“ ?4 f x 
verschwindet, die quadratischen Formen von u v u z , u v u k \ 

(3) * <P u (p v q x ), ( K(p v ft), <K(p v ft), ®«(p*ij*) 

vollständige Quadrate und wenn demgemäss 

**(Pll ft) = Oh «1 + 4 W 2 + Oi «3 + k U kT 

(4) (t> u(jh, ft) = Oft «, + ft« 2 + ft«3 + ftO* 

(p 3 ) ft) = (C, «1 + M 2 + Ca «3 + £4 « 4 ) 2 
d>« (p 4 , ? 4 ) = Pj Mj + 3 2 «2 -+- 2<3 + M 4 ) 2 

gesetzt wird, so sind 

'f '{ t t 

^2? ^ 3 ; *4 

*17 *17 ^ ^4 
£l7 ^27 ^3? ^4 
^ 1 > ^2) ^37 ^4 

die homogenen Coordinaten je eines der vier Eckpunkte des 
gemeinschaftlichen Poltetraeders der Flächen (1), (2). 

Um die Verbindungslinien der Punkte £, v?, £, durch Glei¬ 
chungen darzustellen, sollen linear-homogene Ausdrücke von 
der Form 

u x z x -h u z z % 4- u 3 z 3 + u k z 4 
V x z x -f -V 2 z 2 + v 3 z 3 -hv i z It 

in üblicher Weise durch u ZJ v SJ ., die (Plücker’schen) Coordi¬ 
naten eines Strahles mit 


s 147 S %V S 34> S 23> S 3V S iZ 
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und der Ausdruck 


S 1 4 (&% 3 x % ^ S 2 4 0^3 X \ 

-H 5 23 (x^ x 4 x^ x 1 ) + s 31 (x z x 4 


X \ X 3) ’d” ^34 ( x \ X % X 2 X l) 
x k x 2 ) + s t 2 (^ 3 x f k x k x'z) 


mit (xx f j s ) bezeichnet werden; die Keihenfolge der Strahlen- 
coordinaten ist so gewählt, dass, wenn der Strahl durch zwei 
Punkte y, z bestimmt gedacht wird, allgemein für jedes Zahlen¬ 
paar aß 

s/iO 


ist. Die Gleichungen der Verbindungslinien der Punkte f, vj, £, 3 
oder der Kanten des gemeinschaftlichen Poltetraeders in Strahlen- 
coordinaten lauten dann: 


(iC,*)=o («, «)=o (&,*) =0 

(£5-, s) z= 0 (v?^, s) =: 0 (£<3-, s-) = 0 

und es handelt sich darum, das Product 

P= (vjC, «) (Cf> «) (ftf, s ) «) (^; «) (C-&, «) 

in rationaler Gestalt darzustellen. 

Da, über alle Zahlenpaare aß = 14, 24, 34, 23, 31, 12 
erstreckt, 

V Ti — U Ti Vz — 2 (tt a l>3 — u a ) (f a >33 — ?3 *!«) 

ist, so lassen sich die Gleichungen (5) auch in der Form 

u ti v k — u^Vy i = 0 — uzv^ — 0 U\v r , — u^v^ — 0 

lb t*{> — V* — 0 ?/ Tj — ?/g V Tl = 0 ?,V = 0 

darstellen, wenn man sich den (laufenden) Strahl als Schnittlinie 
zweier Ebenen u , v denkt, d. h. 


S 14 — U % v 3 — n 3 V 2 S 24 — U 3 V 1 U 1 V 3 5 34 — U \ V Z U % V 1 
S 23 — ^1^4 ^4^*1 5 3i —^4^3 

setzt. Ein Product von der Form ( uzv T{ — u^v^) (iitv^—v^v Q lässt 
sich nun durch die Coefficienten der Formen (3) ausdriicken. Es 
ist nämlich 
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M,»0 («K—= >wiut,v-n—u&tfriK 

und wenn der in u v u. v u. t , m 4 und v 2 , t> 3 , u 4 symmetrische 
Ausdruck 


1 (.. 3*.(M) . .. . .. 3<I> «M . ... 

2 V 1 9m, + 2 9m 2 3 9 « 3 4 9m 4 

mit <!>„„(», t) bezeichnet wird, so ergibt sich durch Differentiation 
der Identitäten (4) 


u,u{z= <l\ mr ( Pl , q t ) 
*e*£ = < ^0»,» ?i) 

= jf,) 

Mt (p„ ?1 ) 


M,J M,J — 4*;,^/ ^ 2 ) 

^7) ^7} - ^Wf^PzJ tyz) 

^7) (p%) 

>( ti Cyj — f h K /y(p2? V 2 )? 


woraus 


(«5»,,——«{,e0 = 4>,,„/(/>!, '/ 1 ) < i>, ;0 /(|> 2 , </ 2 ) 

Wtt/ (i^2; ^2 ) ^jm/ U ft) (pzi Qz) 

Qi)^uv/{p%} # 2 ) 


folgt. Entwickelt mail diesen Ausdruck, so lautet derselbe 


(«g^ — U- n Vp) (tl(v{j — U{) VQ = ^P\P\ (FuHiFwt — FuvlFufo) 

~f“ J^iPz (.Pi Qz Pz Ql) (JF uuf ^vvt F yj;/ G uu / F uk i G ufc F u , c G uc ,y 

2^\Pz (PiQz PzQi)(JFuut G vv / H- F vo / G uu / F uv i G u i v F u / 0 G UK i)‘ 

+ (i 9 i Qz + Pz Qi) (F uu / F f vv , -+- F vl}/ F f uu i — F ut:/ K, c — F u / e F l uv i) 

~^ P [PzQi Qz ( G uu , G vr / G uv , G u/ü ) 

PtPz Qi Qz (PiQz ^ Pz Qi) (S^uuiGqqi hI“ G ck , G uu / G^v/ G u t v G u / V G u /,j)' 
+ Q\ Qz (p\q\ ~^~PzQa) ( G U utF[ v t -+- G vc /F f uu , — G urf Fu/ r — G u /,,F ! uvf y 
+ 2.Pi Pz o\ q\ (fiuM (*v v i — G[ l): i G' u t v ) 

+ Q\q\(Pi Qz ^Pz ?i)(^w F , rv/ + G f cv/ F l uu t — G' uül Fut r — G^/^F^,.,} 
+ 2 q’[ (F l uu t F r „i — F ! ui: , F'/y). 

Die hier auftretenden zehn Ausdrücke 


Fuu / F vc/ — F uv/ F u to j F uu i G,. v/ + F,. v/ G uu/ — F uv/ G u i 0 — F ufv G 


[jr uvf ) 


lassen sich alle in linear-homogener Weise auf sechs einfache 
invariante Gebilde II. Ordnung in Strahlencoordinaten zurück¬ 
führen. 
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Es werde, über alle Zalilenpaare 

aß — 14, 24, 34, 23, 31, 12 
und alle Zahlenpaare 

a'/3' = 14, 24, 34, 23, 31, 12 


erstreckt, 


2(ß a a/6£ßß/ ^aß/^ßa/)^a ; 5^«/ß/ — ^24? ^34? '^ZS) ^31; ^ 12 )'— 

2 («aa/ «ßß 7 ft ßß' ft aa/ ^«ß/ ^ßa/ ß ßoc/ ft aß/) $aß $a/ß/ = 

2(rtJ. a /ttßß/ ^otß/^ßa/) Ä a ß»9 a /ß/ — ^ ( 5 14^ 5 24? '**34? ,5 23> S 31> ^ 12 )“?* 
gesetzt und es sei 


1 3y s __ 1 ty* __ . 

2 9 S «ß“ ?aß 


1 8 yJ , 

5 8^=** 


Ferner sei 


2(ß rf /«88/ «yS/ rt 8Y 7 )<P«ßf'«/ß 7 — ^(?23? ?3l? ?12> ,Pl4> ?24> ^ 34 ) — 

S (4,/ <4, — «y 8/«8 T /) ?«/@/ = y'(?>*8» ?31 ?U> ?3i) = w ' 

^ (^Yf'^oS/ j4-f8/ 4-f/) Satß/ — X» 

1 3w s _ 1 8 w'_ j 1 fy* _ 

2 3^- Wa? 2 8^-^ 5 

die Summenzeiehen beziehen sich auf alle Zahlenpaare aß und 
cc'ß', während 70 und 7 '^ beziehungweise die Ergänzungspaare 
23, 31, 12, 14, 24, 34 zu durchlaufen haben; A a ^ Ai^ sind die 
den Elementen a a ^ a'p zugehörigen Unterdeterminanten dritten 
Grades der Determinanten A , A 4 , oder die Coefficienten der 
Formen F U) F l u ; die partiellen Ableitungen sind ohne Rücksicht 
auf die Gleichung 

S 1 4 S 23 8 ‘24 S 31 A~ ^34 S { 2 — 0 

zu nehmen. Die erwähnten invarianten Gebilde sind dann 

?>> 'h> ?*> w « < x*- 

Setzt man 


2 y aß s' ß = y w/ 2 -^3 *£ ß = ^, s / 2 y' ß a£ ß = yj,/ 

2 OJyß S a 3 — W.i.s/ 2 OJ a ß 5 a ß — W.*. s / 2 7.aß ^aß — X s?/ ? 

Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. XCI. Bd. II. Abth. 34 
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so findet man, indem man der Rechnung die Formen 

f J . — a i x\ + a i x\ + « 3 x\ + « 4 x\ fl — [a‘fx\ 4- a' t x\ + «' x\ + a[x\ 

zu Grunde legt und 


( 6 ) 

setzt: 


■/' r' ■ 
.3 « ■ 




uuf F vc t H UV 'F U 'v — A.(p ss / 

G uu / G cv / — G uv / G u i c — A y ^ 6>s/ 4 - oj' s/ 

G[ m t G[ t t — G r uv f G f u/c zu A 3 4 - </)„/ 

Fuui F r vv / — F l uv i F' ufv ~ A k fi S f 

ivnt Gv v / 4“ F\ :v / G uu , F uv/ G u / V F | L i c G uvf — A^ cp ÄS / 4~ A ^ 5 / 

F UU f G' vr/ 4- F rv r G r uut — F urf Gut, — F u / V G f uv / =z A z <p ss/ 4 - A pj a f —w'^/ 

F uu i F[ v i 4- F\ :K/ F[ m , — F uv/ F ! u t v — F u / V F f uvf — y^ s r 

G uu / G[ v r 4 - G vv / G uu , G ur j G f u r 0 G u / P G uv / — A 3 cp 6Ä / 4- A 2 ty ss i 

4~ A j cpi- s / x**f 

Gy,ut vv l "t" G vc i 1* uu ( G ucf 1< M /y G u/V F uv/ — A 4 cp^s/ 4~ A^ (p ÄS / w s{( / 

G' uu iFL, 4- G[. vl F ! uu t — G f uv/ F r u /„ — GutßFuvr — A k 4 - A 3 f f ssf . 


Hiernach wird also, da ( xuv. q — durch die 

Substitution (6) in (£r J} s ) (£•/?, s 1 ) übergeht: 


( 7 ) 


I (^£7 *0 (*^£7 ^ ) — Üg 3 <p ss f 4“ b 2 3 lp s sf "4" Cg3 Cp ÄS / 4” b 23 &W 4“ Cj>3 
7 (CC7 — Ü31 y ss / 4 “ j *pss/ 4 “ C3^ ssf 4 “ b3j W ss / 4 ” 631 &> ÄS / 

+ f 31 X«' 

(jfr) s )(£ r h s 0 — ö i 2 ?«*' + b 12 t/w 4- c 12 yL/ 4- b 12 w ss/ 4- e 12 w!,/ 

/ _ _ +fi*X«/ 

| (^j s )(^7 s ') — ü 14 y^/ 4- B 14 ^ m / 4- c 14 yj 6 / 4- b 14 4 - e 14 o4/ 

+ fi* x«/ 

C^? s)(v?^, 5 ') z= U 24 y 6ö / 4- 6 24 ^ ss / 4- C 24 cp^/ 4- b 24 w 5ö/ 4- e 24 w* s / 
_ + fj>4X^' 

(cä,*)(cä,«0 = a 34 + ^34 &*' + C 34 ?**' + ^34 ^ S3f + e 34 

l + f3*X«'> 
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wo allgemein 

■0*3 =- 2 Aplpj + Äj)lpl(p v q ? +2 } ? ?«) + +Pll*) 

+ 4i +p ? q a ) + A?« q?(plql +pjql) 

B«?=O« +^3 ?«)+ 2A iPlpl q«q&+A p«p? q«q? (p* q?+p? ?«) 

+ 2A s p a p ? qlql 4- 4 qlqKp«q? +P?q«) 

Cn'i = - 4 p«jpp (>« 93 + P3 ?a) +^0^ 9« 93 (|J„ q : , + p ? q a ) 

+A ?«• ?3 (p* ql+pl ?«)+A q* ql (/»«??+p? 9«)+2 4,9* 
b,; f = 2^3 9?^ — q a q?{plql ■+■ 9^9*) 
e«3 = 2p|p| 9« 93 —9)^3 (j4 ql + p\ ql) 

U=pi ql+ pI ql—p°p? q*q? (p* q? + p? ?«)• 

Fasst man daher die sechs Ausdrücke (7) als lineare 
Formen von 


5 14? S 24? 5 34> 5 23? S 31? 5 12 

auf und bildet ihre Determinante, so ist dieselbe einerseits =LP 
und anderseits = MS, wenn mit L, M’, S die drei Determinanten 


L — 


r h c 


2^3 r; 3^2? ^3^1 ^3? ^1 ^2 ^2-1? ^1^4 ^4^1? 


^2^4 ^4^2? ^3^4 ^4^3 


^2^3 ^3^2? 

?2 ,/? 3 ^3 r / 2 ? 

^2 ^3 ^3 ^ 2 ? 

r; 2 *^3 ^3 ^ 2 ? 

f Q. _ > O. 

- 2*^3 ^ 3 ^ 2 ? 


Ö 23? 

b 23> 

C 23> 

b 23? 

e 23? 

f« 

a 31? 

b 31? 

C 31? 

b 31> 

e 31? 

f.i 

a i2? 

b 12? 

C 12? 

b 12> 

e i2? 

fl2 

a i4? 

b 14> 

C 14? 

b 14? 

^14? 

f 14 

Ö 24’ 

b 24> 

C 24? 

b 24> 

e 24’ 

?24 

Ö 34? 

^34? 

C 34? 

b 34? 

e 34? 

f.4 
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s — 


?14? ?2V ?3V ?23? ¥*31? ?12 
^ 14 ? ^ 24 ? ^ 34 ? ^239 '^ 31 ? *^12 

?14? ?24? ?34? ?23’ f*31? ?12 
w 0 „, OJ 


W ( 4 ? W 24? 


34? W 23? W 31? W 12 


|Xl4> X 24 ? X34? X23? X31? Xl2 I 

bezeichnet werden. Da überdies nach bekannten Determinanten¬ 
formeln 


L — 


£ £ £ £ 

^1? -2? -3? -4 

^1? ^2? r '3? r '4 

^t? ^2? <=3? ^4 

^i;^2?^3?^4 


und sonach nicht z= 0 ist, so schliesst man aus der Identität 


dass 


LP-MS, 
S = 0 


die Gleichung der sechs Kanten des gemeinschaftlichen Polte¬ 
traeders der Flächen (1), (2) in Strahlencoordinaten ist. 



